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J(x) =
(x − a1)

2

σ2
1

+
(x − a2)

2

σ2
2

ͨ ͩ͠ɼ σ1 ͱ σ2 ・ ・ Β・Ͳ 0 ͍ ͢ΔɻͰ ͳ ͱ

・ 3 Ί ͍͞ੵ・ ・ ・ Λ ɻͷ ͷ ͳ
∫π/2

π/2

x2 cosx dx

・ 4 Ί ͍͞・  ・  ・ Λ ɻͷ ͷ ͳ

f (x , y) = x2 − xy + 3y2 − 2x + y + 1



େ◌ୖ 2 Ԡ ༻ ཧ   ◌ ૅ・ ・ ʢ ・  ʣ

 ◌࣮ ・ a ʹ ͍ͭͯɼ A =

 

 
 

a 1 −1

1 0 1

−1 1 a

 

 
 Ҏ ࢄ� ԼΛ Δɻ ͷ  ・ ʹ ・ ・

͞ ͍ɻͳ

・ 1 A Ί ࢙  ◌ྻ◌͍͞ Λ ɻͷ ͳ
・ 2 a = 1 ͱ ͢ ɻ ͜Δ ͷ ͱ ͖ ɼ A ਖ਼ ଇ・ Ͱ ͋ Δ ͜ ͱ Λ ࣔ ͠ɼ ͞ Βʹ

A Ί Λ ɻͷ ࢙ ྻ◌͍͞ ͳ
・ 3 ImA = { Ax ; x ∈R3} ʹ ͍ͭͯɼ dim ImA = 2 ͕ ◌ཱ◌ 

・ Γ ͱ
͢ ɻ ͜Δ ͷ ͱ ͖ ɼ a ͷ ・ Λ ɼ ͞Ί Βʹ ImA ͷ ਖ਼   ◌ަ・  ఈ

Ί ͍͞ΛҰ ・  ɻͳ



େ◌ୖ 3 Ԡ ༻ ཧ  
・ ・ ʢ ・ ・  ʣ

Q
༗ཧ ମ・ ・ ɼ x, y, z, s, t ม・ ・ ͱ ͢ Δɻ Q[x, y, z], Q[x , y], Q[s, t]Λɼ

Q ◌্ ͷ  � ◌߲◌ଟ  ͱ ͢ Ҏ ԼΔɻ ͷ  ・ ʹ ・ ・ ͳ ͞ ͍ɻ ͨͩ͠ ɼ ⟨ z2− xy⟩
・ z2 − xy Ε ͨੜ ・ ・Ͱ Q[x, y, z] ද ΠσΞ Λ ɻϧͷ

・ 1 f (x , y, z) = z3 + xz2 + yz2 − xyz + xz − x2y + 1 ∈Q[x, y, z] ͱ
͢ Δɻ

f (x , y, z) = (z2 − xy)q(x , y, z) + r0(x , y)z + r1(x , y)

Έ ͨ͢Λ q(x , y, z) ∈Q[x, y, z] ͓ Αͼ r0(x , y), r 1(x , y) ∈Q[x, y]

Ί ͍͞Λ ɻͳ
・ 2 ४ ಉ :ψ ܕ Q[x, y] → Q[s, t]Λɼ

ψ(g(x , y)) = g(s, st2)

 ͢ఆ ΔɻͰ ψ Δ ͜Λ ࣔ ͍͠͞୯ � �・ ɻͰ ͱ ͳ
・ 3 ४ ಉ :φ ܕ Q[x, y, z] → Q[s, t]Λɼ

φ(g(x , y, z)) = g(s, st2, st)

 ͢ఆ ΔɻͰ K er(φ) = ⟨ z2 − xy⟩ Λ ࣔ ͍͠͞ɻͳ
・ 4 ⟨ z2 − xy⟩ ・ Q[x, y, z]ͷ ◌ૉ ΠσΞϧ Ͱ ͋ Δ ͔ Ͳ  ͔ ड़ ・ ͳ ͞ ɻ͍



統計学問題
（ 統計データ 解析学, 時空間統計学, 計算機統計学 教育研究分野志願者）

第 1 問～第 4 問より , 3 問選択し 解答し なさ い。

第 1 問　 統計学

確率変数 X が区間 [a, b] 上の一様分布に従い， X の確率密度関数 f (x ; a, b) が

f (x ; a, b) =

 
 

 

1

b − a
(a ≤ x ≤ b)

0 (その他)

で与えら れると する。 こ のと き ， 次の問 1～問 3 に答えよ。

問 1 X の期待値 E (X ) と ， 分散 V (X ) をそれぞれ求めよ。

問 2 X のモーメ ント (積率) 母関数

M X (t) = E (etX )

を求めよ。

問 3 X 1 , X 2 , . . . , X n は上の確率密度関数 f (x ; a, b) を も つ一様分布から の無作為

標本（ すなわち独立かつ同一の分布に従う ） と する。 こ のと き ， a, b の最尤推

定量をそれぞれ求めよ。



第 2 問　 統計学

以下の繰り 返し のな い二元配置法を 考え る 。 要因 A , B はそれぞれ a 個の水準

A 1 , A 2 , . . . , A a および b 個の水準 B 1 , B 2 , . . . , B b から なると する（ a, b はと も に 2

以上の整数）。 各水準の組み合わせ (A i , B j ) に対し て X i j が以下の式に従っ て観測

さ れたと する。

X i j = µ + αi + βj + εi j ( i = 1, 2, . . . , a; j = 1, 2, . . . , b)

ただし ， µ, αi , βj は定数と し ，

a∑

i = 1

αi = 0,

b∑

j = 1

βj = 0 の関係が成り 立つと する。

また , εi j
i . i . d .
∼ N (0, σ2 ) であり ， X̄ i . =

1

b

b∑

j = 1

X i j , X̄ . j =
1

a

a∑

i = 1

X i j ,

¯̄X =
1

ab

a∑

i = 1

b∑

j = 1

X i j と おく 。 次の問 1～問 3 に答えよ。

問 1 総平方和を ST =

a∑

i = 1

b∑

j = 1

(X i j − ¯̄X )2， A 間平方和を SA = b
a∑

i = 1

(X̄ i . − ¯̄X )2，

B 間平方和を SB = a
b∑

j = 1

(X̄ . j − ¯̄X )2，

誤差平方和を SE =

a∑

i = 1

b∑

j = 1

(X i j − X̄ i . − X̄ . j + ¯̄X )2 と すると き ，

ST = SA + SB + SE が成り 立つこ と を示せ。

問 2 ある 農作物の 4 つの品種 A 1 , A 2 , A 3 , A 4 を 3 つの農場 B 1 , B 2 , B 3 で栽培し

たと こ ろ ， 次の収穫量 x i j を得た。

品種

農場
B 1 B 2 B 3 x̄ i .

A 1 42 43 47 44

A 2 44 44 56 48

A 3 56 62 56 58

A 4 46 55 49 50

x̄ . j 47 51 52 ¯̄x = 50

(第 2 問は次のページに続く )



こ の収穫量の結果に対し ， 総平方和を求めると 488 と なる。 次の分散分析表を

完成さ せるために， (ア ) から (シ ) に当てはまる値を求めよ。

変動 平方和 自由度 平均平方 F 比

要因 A (ア ) (エ ) (ク ) (サ)

要因 B (イ ) (オ) (ケ) (シ )

誤差 (ウ) (カ ) (コ )

計 488 (キ)

問 3 次の (1) と (2) について， 5% の有意水準で判定せよ。 ただし ， 有意性の判定

には F 分布表を利用し てよい。

(1) 4 つの品種の間に差が認めら れるか。

(2) 3 つの農場の間に差が認めら れるか。

F 分布表（ 分子の自由度 ϕ 1， 分母の自由度 ϕ 2 に対する上側確率 5% 点）

ϕ 2

ϕ 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 242.98

2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.40

3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.76

4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.94

5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.70

6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.03

7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.60

8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.31

9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.10

10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.94

11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.82



第 3 問　 統計学

X 1 , X 2 , . . . , X n は以下の確率関数 f (x ; λ) を も つポアソ ン 分布から の無作為標本

である（ すなわち独立かつ同一の分布に従う ） と する。 ただし λ(> 0) は未知の定

数である。 また， 0! = 1 と する。

f (x ; λ) =
e− λλx

x !
, x = 0, 1, 2, . . .

次の問 1～問 5 に答えよ。

問 1 X 1 の期待値は E (X 1 ) = λであるこ と を示せ。

問 2 対数尤度関数 ℓ(λ) を n, λおよび X 1 , X 2 , . . . , X n の式で表せ。

問 3 X 1 + X 2 + · · · + X n > 0 であると き ， λの最尤推定量 λ̂を求めよ。

問 4 Fisher 情報量 E { −ℓ′′(λ)} を 求めよ 。 ただし ， 記号 ′は λに関する 微分を

表す。

問 5 問 3 で求めた最尤推定量 λ̂は λの不偏かつ有効推定量である こ と を 示せ。

なお， X i ( i = 1, 2, . . . , n ) の分散が V (X i ) = λであるこ と を用いてよい。



第 4 問　 統計学

説明変数 x i ， 目的変数 yi ( i = 1, 2, . . . , n ) が与えら れたと き の回帰分析のモデル

yi = β0 + x i β1 + εi , E (εi ) = 0, V (εi ) = σ2 ( i = 1, 2, . . . , n )

を考える。 こ こ で β0 , β1 は定数と し ， また，

x̄ =
1

n

n∑

i = 1

x i , ȳ =
1

n

n∑

i = 1

yi , sx x =
1

n

n∑

i = 1

(x i − x̄)2 , sx y =
1

n

n∑

i = 1

(x i − x̄)(yi − ȳ)

と おく 。 次の問 1～問 4 に答えよ。

問 1 β0 , β1 の最小二乗推定量 β̂0 , β̂1 は， 次式で表さ れる。

β̂0 = ȳ − x̄β̂1 , β̂1 =
sx y

sx x

こ の β̂0 , β̂1 について， それぞれ不偏性を満たすこ と を示せ。

問 2 問 1 の β̂0 , β̂1 に対し ， ŷi = β̂0 + x i β̂1 と おく 。 V (ŷi ) を求めよ。 ただし ，

V (β̂0 ) =
σ2

n

(

1 +
x̄ 2

sx x

)

, V (β̂1 ) =
σ2

n

1

sx x
, Cov(β̂0 , β̂1 ) = −

σ2

n

x̄

sx x

と なるこ と は用いてよい。

問 3 問 2 の ŷi に対し ， ei = yi − ŷi と し ， さ ら に

ē =
1

n

n∑

i = 1

ei , sx e =
1

n

n∑

i = 1

(x i − x̄)(ei − ē)

と おく 。 sx e = 0 と なるこ と を示せ。

問 4 問 3 の ei に対し ， σ2 の推定量を

σ̂2 =
1

n − 2

n∑

i = 1

e2
i

と おく 。 こ の σ̂2 について， 不偏性を満たすこ と を示せ。
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・ 1  ઢ y4 + xy2 − 2 = 0 ◌্ ͷ ・ (x , y) = (1, ±1) ʹ ͓͚ ઢΔ・ Λ

Ί ͍͞ ʑ  ɻͳ

・ 2 ・  ・ͷ J(x)  ʹ ͢খΛ Δ x Ί ͍͞Λ ɻͳ

J(x) =
(x − a1)

2

σ2
1

+
(x − a2)

2

σ2
2

ͨ ͩ͠ɼ σ1 ͱ σ2 ・ ・ Β・Ͳ 0 ͍ ͢ΔɻͰ ͳ ͱ

・ 3 Ί ͍͞ੵ・ ・ ・ Λ ɻͷ ͷ ͳ
∫π/2

− π/2

x2 cosx dx

・ 4 Ί ͍͞・  ・  ・ Λ ɻͷ ͷ ͳ

f (x , y) = x2 − xy + 3y2 − 2x + y + 1



େ◌ୖ 2 Ԡ ༻
・ ・  

 ◌࣮ ・ a ʹ ͍ͭͯɼ A =

 

 
 

a 1 −1

1 0 1

−1 1 a

 

 
 Ҏ ࢄ� ԼΛ Δɻ ͷ  ・ ʹ ・ ・

͞ ͍ɻͳ

・ 1 A Ί ࢙  ◌ྻ◌͍͞ Λ ɻͷ ͳ
・ 2 a = 1 ͱ ͢ ɻ ͜Δ ͷ ͱ ͖ ɼ A ਖ਼ ଇ・ Ͱ ͋ Δ ͜ ͱ Λ ࣔ ͠ɼ ͞ Βʹ

A Ί Λ ɻͷ ࢙ ྻ◌͍͞ ͳ
・ 3 ImA = { Ax ; x ∈R3} ʹ ͍ͭͯɼ dim ImA = 2 ͕ ◌ཱ◌ 

・ Γ ͱ
͢ ɻ ͜Δ ͷ ͱ ͖ ɼ a ͷ ・ Λ ɼ ͞Ί Βʹ ImA ͷ ਖ਼   ◌ަ・  ఈ

Ί ͍͞ΛҰ ・  ɻͳ



େ◌ୖ 3 Ԡ ༻
・ ・  

Ҏ Լ  ・ ʹ ・ ・ ・ ・ ɻͷ ͳ

・ 1 ඍ ఔ�◌ํ・
dy

dx
+ p(x)y = q(x)yα (1)

ɻ ɹΛࢄ� ͩͨ͠ Δ , p(x), q(x)
࿈ ଓ  ・ ・ , α・ ・ ・ Ͱ α ≠

0 α ̸, = 1 ͢ Δɻ ・ͱ ͷ ( i) , ( ii) ʹ ・ ・ ・ ・ ɻͳ
(i) ఔ�◌ํ (1) Ԡ ͢ର ઢ ඍ ఔ�◌ํܗʹ Δ ・

dy

dx
+ p(x)y = 0 (2)

Ί ͍͞ղൠҰ Λ ɻͷ ͳ
(ii) y = u(x) ఔ�◌ํΛ (2) ͷ ղ ͷ ̍ ͭ ͱ ͠ , · ͨ v(x) Λ߃  ・

త ʹ 0 Ͱ ・ ͳ ͍ ࿈ ଓ  ・ ͱ ͢ Δɻ y = u(x)v(x) ͕ ఔ�◌ํ

(1) ͷ ղ ͱ ͳ Δͱ ͖ ʹ , v(x) ͕ ඍ ఔ� ಋ ग़�   ◌ํ・ Λ

͞ ͍ɻͳ

・ 2 ඍ ఔ�◌ํ・

y
dy

dx
= y2 + ex (3)

Ί ͍͞ղൠҰ Λ ɻͷ ͳ



େ◌ୖ 4 Ԡ ༻
・ ・  

ਤ 1 ͷ Α   ʹ ・ t (< 0) [s] Ͱ Թ ・ T0 [K ]ͷ   ଐ ・ Λɼ ・ t = 0 ʹ

͓ ͍ͯॠ  ◌྆ Թత ʹ ・ Λ ・ TL (< T0) [K ]
◌ྷྫ  

ʹ ͠ ͨɻ ͦ ͷ ޙ  ◌྆
ɼ ・

ͷ Թ ・ Λ TL ͷ · · Ͱ ɻ ͜ఆ อ  Ұ ʹ ͷ ͱ ͖ ͷ ・ ͷ z ࣠◌ํ ・ ͷ Թ ・

・ ・ ・ͷ  ม Խ Λ ɻ ͨͩ͠Ί Δ ɼ  ଐ ・ ͷ ・ ・ ・ L [m] มͰ Խ ͠

͍ ・ ・ Δɻͳ ͷ ͱ

ਤ 1:

Ҏ Լ ͷ [1]–[4] ͷ ষ தจ ͷ  
ཝ

(a)–(k) ʹ ・ ・ ・ · Δ・ ・ Λ・ ・ ͳ ͞

͍ ɻ ͨͩ͠ ཝ߸ಉ�  ಉ� ◌ೖɼ  ʹ ・ ・ ・ ・ Δɻ ɹͷ

[1]  ・ t (> 0) [s] ஔɼ Ґ z [m] Ͱ ͷ Թ ・ ・ ・ T(t, z) [K ] ͕ ◌ै� ඍ ・

ఔ� ද ◌ํ ・ ・ ・ ΕΔɻͰ

∂T

∂t
= α

∂2T

∂z2
(4)

͜ ͜ Ͱ ɼ α[m2/s] ・ ・  ・ ・ ・ (α> 0) Ͱ ͋ Խݩ ͞ແΔɻ ・

Ε ͨ

t∗ = (a) , z∗ =
z

L
, T ∗(t∗ , z∗) =

T (t, z) − TL

T0 − TL

ɼ ࣜ༻◌ 
Λ Δͱ (4) Խݩ ͞Ε ͨඍ ఔ�ແ ◌ํ・ ・ ・ ・ Δɻͷ ͱ ͳ

∂T ∗

∂t∗
=

∂2T ∗

∂z∗2
(5)

Ҏ Լ Ͱ ɼ ͜・ ͷ Խݩ ͞Ε ͨඍ ఔ� දແ ◌ํ・ ・ Λɼ 1 ͷ  ք  ݅◌・

͘͜ ղ Լ ॳࢄ�    ݅◌・ Λ Δɻͱ ͷ Ͱ ͱ

ද 1:
T ∗(t∗ , z∗)

ॳ   ݅◌・ (t∗ = 0) T ∗(0, z∗) = 1 (0 < z∗ < 1)

 ք  ݅◌・  ・ (z∗ = 0) T ∗(t∗ , 0) = 0 (t∗ ≥ 0)

ք  ݅◌ӈ ・  ・ (z∗ = 1) T ∗(t∗ , 1) = 0 (t∗ ≥ 0)

( ʹ ͭ ͮ͘・ ʔ δϖ )



T ∗ Λ t∗ Έ  ・ͷ ͷ S(t∗) ͱ z∗ Έ  ・ͷ ͷ Z (z∗) ੵͷ

T ∗(t∗ , z∗) = S(t∗)Z (z∗) (6)

ͱ ͓ ͖ɼ ࣜ (6) Λ ࣜ (5)  ◌ೖ� ล  ʹ ・ ɼ t∗ ͷ Έ ͷ  ล・ ɼ ӈ

͕ z∗
Α  ཧ 

Έ  ・ Δ ʹ ・ Δ ɼͷ ͷ ͱ ͳ ͱ

ɹ (b)
dS

dt∗
= (c)

d2Z

dz∗2
ɹ (7)

͕ Α ͬ ͯɼ ࣜಘ ΒΕΔɻ (7)
◌྆ ఆล ・ ・ ・ Δɻͷ Ͱ

[2] ͜ ఆ ・ Λͷ k( ̸= 0) ͢ ◌ཱ◌ 
Δ ɼ ・ ・ ・ ・ Γ ɻͱ ͱ ͷ

(b)
dS

dt∗
= k (8)

͜ ղඍ ఔ� ൠ◌ํ・ Ұ ・ ɼͷ ͷ

S(t∗) = C0 exp
(

(d)
)

(9)

ͱ ͳ ɻ ͜͜Δ Ͱ ɼ C0 ・ ・ ҙ ͷ ఆ ・ Ͱ ͋ · ͨΔɻ ɼ Z (z∗) ʹ ͍ͭ

ͯ ඍ ఔ�◌ํ・ͷ
(c)

d2Z

dz∗2
= k (10)

ΑΓɼ 2 Δ ͔֊ ಋ  ఆ ഒ�・ ・ ・  ・ ・ Βͱ ͷ ͷ Ͱ ,

k > 0 ͖ͷ ͱ , Z (z∗) = C1 sinh (e) + C2 cosh (e)

(11)

k < 0 ͖ͷ ͱ , Z (z∗) = C3 sin (f) + C4 cos (f)

(12)

ɻ ͨͩ͠Δ ɼͱ ͳ C1 , C2 , C3, C4 ఆ・ ・ ҙ ・ ・ Δɻͷ Ͱ
[3]  ք     ݅◌・ Λ ͷ ・ ɼ k < 0 Ͱ C4 = (g) ͷ ߹・ Ͱ ɼ ͞

Βʹ ɼ

k = (h) n2 (n ਖ਼・ ・ ・ͷ ) (13)

     Λ ͳ ͚ Ε・ ͳ Βͳ ͍ ɻ ͠ ͨ ͕
ͬͯ Ε ͨ༩ 
ɼ Β  ք

 ݅◌・ ͷ Լ Ͱ ɼ ・ ・ Ͱ ද ΕΔ ・ ・ ・ (5) ͷ ղ ͷ 1 ͭ Ͱ ͋ Δ ͜

͕ Θ ͔Δɻͱ

T ∗(t∗, z∗) = S(t∗)Z (z∗)

= A exp
(

( i)
)

sin (j) (14)

͜ ͜ɼͰ A = C0C3 ͓ ͍ͨɻͱ
( ʹ ͭ ͮ͘・ ʔ δϖ )



[4] ࣜ (5) ੪ ・ܗ ・ Ͱ ͋ Δ ͔ ◌ॏΒ Ͷ Θ ͤ߹ ͷ  ◌ཱ◌ ཧݪ
・ Γ ͷ Ͱ ɼ

ࣜ (14) ߹ද ઢ ΕΔ ・Ͱܗ݁  ͷ

T ∗(t∗ , z∗) =

∞∑

n= 1

A n exp
(

(i)
)

sin (j) (15)

͕ Ε ͨ༩ 
Β  ք  ݅◌・ ͷ Լ Ͱ ͷ ࣜ (5) ͷ ղൠҰ Ͱ ͋ ɻ ͜͜Δ Ͱ ɼ

・ ・ A n (n = 1, 2, 3, . . .) ఆ・ ・ Ͱ ͋ ॳ  Δɻ  ݅◌・ ・ T ∗(0, z∗) =

1 (0 < z∗ < 1) ͋ Δ ͔ΒɼͰ
∞∑

n= 1

A n sin (j) = 1 (16)

͕ ◌ཱ◌ 
・ Γ ɻ  ・ ・ Λ Δ ͨ ◌྆ ลΊ Ί ʹ ɼ ʹ sin(mπz∗) (m =

1, 2, 3, . . .) Λ ͔ ͚ͯ  [0, 1]  ੵ ऴ త・ ・ Δɻ ʹ ɼ ・ ・ ・Ͱ

A n = (k) (17)

 · Δɻͱ


